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Gram-Schmidt‘sches Orthogonalisierungsverfahren
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Das Gram-Schmidt‘sche Orthogonalisierungsverfahren wird angewendet, um zu einem Unterraum 𝑈𝑈 ⊆ 𝐾𝐾𝑛𝑛 eine 
sogenannte Orthonormalbasis zu berechnen, also eine Basis, die ein Orthonormalsystem ist.

Input: Eine Menge Vektoren S = 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑘𝑘 , sodass gilt: 𝑈𝑈 = 𝑆𝑆

Algorithmus:

1. Setze 𝑚𝑚 ≔ 0

2. Für 𝑖𝑖 = 1, …𝑘𝑘:

1. Setze 𝑤𝑤𝑖𝑖 ≔ 𝑣𝑣𝑖𝑖 − ∑𝑗𝑗=1𝑚𝑚 𝑢𝑢𝑗𝑗 , 𝑣𝑣𝑖𝑖 � 𝑣𝑣𝑖𝑖

2. Falls 𝑤𝑤𝑖𝑖 ≠ 0:

1. 𝑚𝑚 ≔ 𝑚𝑚 + 1

2. 𝑢𝑢𝑚𝑚 ≔ 1
|𝑤𝑤𝑖𝑖|

� 𝑤𝑤𝑖𝑖

Output: Eine Orthonormalbasis {𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑚𝑚} zum Unterraum 𝑈𝑈



Allgemeine und Spezielle Lineare Gruppe
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Eine quadratische Matrix 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛×𝑛𝑛 heißt regulär, falls gilt:

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝐴𝐴) = 𝑛𝑛

Wir definieren folgend die allgemeine lineare Gruppe 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛 𝐾𝐾 ≔ 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛×𝑛𝑛 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝐴𝐴 = 𝑛𝑛}.

Die spezielle lineare Gruppe 𝑆𝑆𝐿𝐿𝑛𝑛 𝐾𝐾 ≔ 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛 𝐾𝐾 ∩ 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛×𝑛𝑛 det 𝐴𝐴 = 1} ist die Menge der regulären 
Matrizen, deren Determinante 1 ist.

Jede Matrix 𝐴𝐴 ∈ 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛 𝐾𝐾 ist invertierbar.



(Spezielle) Orthogonale Gruppe
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Eine quadratische Matrix 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛×𝑛𝑛 heißt orthogonal, falls gilt:

𝐴𝐴𝑇𝑇 � 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑛𝑛
Wir definieren folgend die orthogonale Gruppe 𝑂𝑂𝑛𝑛 𝐾𝐾 ≔ 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛×𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑇𝑇 � 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑛𝑛}.

Die spezielle orthogonale Gruppe 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 𝐾𝐾 ≔ 𝑂𝑂𝑛𝑛 𝐾𝐾 ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛(𝐾𝐾) ist der Schnitt zwischen der speziellen 
linearen Gruppe (Matrizen mit Determinante 1) und der orthogonalen Gruppe.

Für 𝐴𝐴 ∈ 𝑂𝑂𝑛𝑛 𝐾𝐾 und 𝑣𝑣,𝑤𝑤 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 gilt

𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑣𝑣,𝑤𝑤

Jede Matrix der speziellen orthogonalen Gruppe ist eine Rotationsmatrix, d.h. der Vektor wird um den 
Ursprung gedreht.



Ausblick: Affine Gruppe
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Eine quadratische Matrix 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾(𝑛𝑛+1)×(𝑛𝑛+1) heißt affin, falls sie eine bijektive, affine Transformation 
widerspiegelt.

Dies bedeutet, dass 𝑣𝑣𝑣
1

= 𝐴𝐴 � 𝑣𝑣
1 für alle 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 gilt mit 𝑣𝑣′ =

𝑎𝑎1,1 ⋯ 𝑎𝑎1,𝑛𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑎𝑛𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑎𝑛𝑛,𝑛𝑛

� 𝑣𝑣 +
𝑎𝑎1,(𝑛𝑛+1)

⋮
𝑎𝑎𝑛𝑛,(𝑛𝑛+1)

Die affine Gruppe ist damit definiert als 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐾𝐾 = 𝐴𝐴 ∈ 𝐾𝐾 𝑛𝑛+1 × 𝑛𝑛+1 | ∃𝐴𝐴′ ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛×𝑛𝑛, 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛:𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴 𝑣𝑣
0 1

Der Vektor 𝑣𝑣1 ist dabei eine Erweiterung zu sog. homogenen Koordinaten und es gilt 𝑣𝑣1 ≡ 𝑛𝑛 � 𝑣𝑣
1 .

Anwendung:

Projektive Geometrie, Computergrafik, Maschinelles Lernen
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